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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü íåîêëàññè÷åñêîãî (ýêîíîìè÷åñêîãî) ðîñòà. Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Ðýìçè,
ìîäåëèðóþùåå äèíàìèêó êàïèòàëà, â ñëó÷àå ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè Êîááà-Äóãëàñà ñâîäèòñÿ ê
ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ çàìåíîé Áåðíóëëè. Ýòî îáëåã÷àåò ïîèñê ðåøåíèÿ â çà-
äà÷å îïòèìàëüíîãî ðîñòà ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè ïðåäïî÷òåíèÿìè. Èññëåäîâàíèå ïîñâÿùåíî ðåøåíèþ
ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ áåñêîíå÷íûì ãîðèçîíòîì âðåìåíè. Ðàññìàòðè-
âàåòñÿ âåêòîðíîå ïîëå ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ñ ó÷åòîì îãðàíè-
∗Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìåòîäû ðåøåíèÿ â ÷àñòè êîíñòðóêöèé äèíàìè÷åñêîé îïòèìèçàöèè ïðåäëîæåíû À.Ì. Òàðà-
ñüåâûì ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò  14-18-00574). Àíàëèç ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì è
ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé â ðàìêàõ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà âûïîëíå-
íû À.À. Êðàñîâñêèì. Ðàçðàáîòêà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà è ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîâåäåíû Ï.Ä. Ëåáåäåâûì
ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ 16-31-00356-ìîë_à. À.À. Êðàñîâñêèé áëàãîäàðèò Ñ.Ì. Àñååâà è Ì. Îáåðøòàéíåðà çà
öåííûå çàìå÷àíèÿ, à òàêæå íîñèòåëåé ÿçûêà À. Äàíâóäè (Èðëàíäèÿ) è Ì. Êàíòýëå (ÑØÀ) çà ïîìîùü â êîððåêòíîé
ïåðåäà÷å àíãëèéñêèõ òåðìèíîâ íà ðóññêèé ÿçûê.
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÷åíèé íà óïðàâëåíèå. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå äâóõ àëüòåðíàòèâíûõ óñòàíîâèâøèõñÿ ñîñòîÿíèé â
çàâèñèìîñòè îò îãðàíè÷åíèé. Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèé ðîñòà ñî÷åòàåò â ñå-
áå ìåòîäû ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ è ðåãóëèðîâàíèÿ ïî ïðèíöèïó îáðàòíîé ñâÿçè. Äëÿ íåêîòîðûõ
çíà÷åíèé îãðàíè÷åíèé è íà÷àëüíûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïîëó÷åíî â çàìêíóòîé ôîðìå.
Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî âëèÿíèå òåõíîëîãè÷åñêîãî èçìåíåíèÿ íà äèíàìèêó ýêîíîìè÷åñêîãî ðàâíîâå-
ñèÿ. Ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäåíû êîìïüþòåðíûìè âû÷èñëåíèÿìè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðîñòà, ïðèíöèï ìàêñè-
ìóìà Ïîíòðÿãèíà, óñòàíîâèâøèåñÿ ñîñòîÿíèÿ.
Bernoulli substitution in the Ramsey model: optimal trajectories under control constraints
Abstract: We consider a neoclassical (economic) growth model. A nonlinear Ramsey equation, modeling
capital dynamics, in the case of Cobb-Douglas production function is reduced to the linear dierential
equation via a Bernoulli substitution. This considerably facilitates the search for a solution to the optimal
growth problem with logarithmic preferences. The study deals with solving the corresponding innite
horizon optimal control problem. We consider a vector eld of the Hamiltonian system in the Pontryagin
maximum principle, taking into account the control constraints. We prove the existence of two alternative
steady-states, depending on the constraints. A proposed algorithm for constructing growth trajectories
combines methods of open-loop control and closed-loop regulatory control. For some levels of constraints
and initial conditions, a closed-form solution is obtained. We also demonstrate the impact of technological
change on the economic equilibrium dynamics. Results are supported by computer calculations.




Ïðåäëîæåííîå Ôðýíêîì Ðýìçè† [1] îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äè-
íàìèêó êàïèòàëà, âõîäèò â âåäóùèå ó÷åáíèêè ïî òåîðèè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà è áëàãîñîñòîÿ-
íèÿ [2, 3]. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü íåîêëàññè÷åñêîãî ðîñòà, îïèðàþùàÿñÿ íà óðàâíåíèå
Ðýìçè, è ïîýòîìó, òàêæå èçâåñòíàÿ êàê ìîäåëü Ðýìçè‡. Ôîðìàëèçîâàííàÿ â ìîäåëè çàäà÷à îïòè-
ìàëüíîãî ðîñòà ñëóæèò ôóíäàìåíòîì äëÿ ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ è ñìåæíûõ èññëåäî-
âàíèé. Â êà÷åñòâå îïòèìèçàöèîííîãî ôóíêöèîíàëà â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ èíäåêñ ïîòðåáëåíèÿ,
äèñêîíòèðîâàííûé íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Ýòî ñîçäàåò îñîáåííîñòü â çàäà÷å îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ [4], ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ñòèìóëèðóåò ìíîãèå ñîâðåìåííûå èññëåäîâàíèÿ, ñâÿçàííûå
ñ íîâûìè ôîðìóëèðîâêàìè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [5] äëÿ êëàññà çàäà÷ ñ áåñêîíå÷íûì
ãîðèçîíòîì [6]. Â îñíîâíîì ýòè ðàáîòû ïîñâÿùåíû õàðàêòåðèñòèêå ñîïðÿæåííîé ïåðåìåííîé â íåîá-
õîäèìûõ óñëîâèÿõ îïòèìàëüíîñòè è óñëîâèÿìè òðàíñâåðñàëüíîñòè [7]. Îòìåòèì, ÷òî â ïðèêëàäíûõ
èññëåäîâàíèÿõ âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé. Ïðè ýòîì â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîé
ñòàáèëèçàöèè áåñêîíå÷íûé âðåìåííîé èíòåðâàë ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñòàíäàðòíûõ ïîñòàíîâêàõ [8].
Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî êîíñòðóêöèè ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ íà áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòå ðàçâè-
âàþòñÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ è äëÿ ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè (ñì., íàïð., [9]). Â ðàáîòå
ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèé, ñî÷åòàþùèé â ñåáå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå è ñòà-
áèëèçèðóþùåå âîçäåéñòâèå.
Âòîðàÿ îñîáåííîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â íåëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ Ðýìçè (ñì.,
íàïð., [10]). Â îáùåì ñëó÷àå ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, íî â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, âîñõîäÿùåé ê
ìîäåëè Ñîëîó [11], íåëèíåéíîå óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
çàìåíîé Áåðíóëëè. Ýòà çàìåíà ðàññìàòðèâàëàñü â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ äëÿ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ
è â ðàçðåçå ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè (ñì., íàïð., [12]). Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ïîñòàíîâêó â òðàäè-
öèè òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ [13, 14], äîáàâèâ ñóùåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå íà óïðàâëåíèå.
Â ñòàòüå äàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà âåêòîðíîãî ïîëÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû äëÿ äîïóñòèìûõ ðåæè-
†Ïåðåäà÷à èìåíè è ôàìèëèè íà ðóññêèé ÿçûê âûïîëíåíû ñ îïîðîé íà ïðàâèëà òðàíñêðèïöèè è ôàêòè÷åñêîå
ïðîèçíîøåíèå. Â èñòî÷íèêàõ èíîãäà âñòðå÷àþòñÿ èñêàæåííûå íàïèñàíèÿ, íàïðèìåð, Ðàìñåé.
‡ñì., íàïð., [2, ðàçä. 8.13].
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ìîâ óïðàâëåíèÿ. Îíà âûÿâëÿåò óñòàíîâèâøèåñÿ ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè, è îïðåäåëÿåò ïîâåäåíèå ñîïðÿæåííîé ïåðåìåííîé â ïðèíöèïå ìàêñèìó-
ìà Ïîíòðÿãèíà. Â òîì ÷èñëå âûÿâëåíî äîïîëíèòåëüíîå óñòàíîâèâøååñÿ ñîñòîÿíèå, êîòîðîå, êàê
ïðàâèëî, íå ðàññìàòðèâàåòñÿ â ìîäåëÿõ. Òåì íå ìåíåå, ïîêàçàíî, ÷òî îíî âïîëíå îòâå÷àåò ýêîíî-
ìè÷åñêèì ïðåäïîñûëêàì. Â ïðåäëîæåííîé ôîðìóëèðîâêå ìîäåëü ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü ýêçîãåííóþ
äèíàìèêó òåõíîëîãè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâà ñëó÷àÿ: ýêñïîíåíöèàëüíûé è
ëîãèñòè÷åñêèé òåõíîëîãè÷åñêèé ðîñò. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä íå èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòè âíåäðåíèÿ
äîïîëíèòåëüíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ â ìîäåëü. Àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäàþòñÿ
÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè ïî ïîñòðîåíèþ ìîäåëüíûõ òðàåêòîðèé.
1 Ìîäåëü îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî ðîñòà [2] ñ ôóíêöèåé Êîááà-Äóãëàñà, òåõíîëîãè÷åñêèì èçìåíå-
íèåì è ëîãàðèôìè÷åñêèìè ïðåäïî÷òåíèÿìè, ò.å. òó æå çàäà÷ó, ÷òî è â ðàáîòå [14], íî ñ ó÷åòîì
ýêçîãåííîé äèíàìèêè òåõíîëîãè÷åñêîãî ðîñòà. Â ýòîì ðàçäåëå îíà áóäåò ñâåäåíà ê çàäà÷å óïðàâëå-
íèÿ ñ ëèíåéíîé äèíàìèêîé è íåëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ðýìçè:
K̇ = sY − µK, (1)
ãäå K  êàïèòàë, Y  ïðîèçâîäñòâî èëè ÂÂÏ, µ > 0  ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò àìîðòèçàöèè
êàïèòàëà, s äîëÿ ïðîèçâîäñòâà, êîòîðàÿ ñáåðåãàåòñÿ è èíâåcòèðóåòñÿ â ðîñò êàïèòàëà, ò.å. s ∈ [0, g],
0 < g < 1, ãäå g  çàäàííàÿ ãðàíèöà èíâåñòèöèé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èíâåñòèöèîííûé ïðîöåññ,
ïîä÷èíåííûé äèíàìèêå (1), íà÷èíàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t0 cî ñòàðòîâîãî êàïèòàëàK(t0) = K
0 > 0.
Ïðîèçâîäñòâî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ≥ 0 çàâèñèò îò ïðîèçâîäñòâåííûõ ôàêòîðîâ. Ýòà
çàâèñèìîñòü çàäàíà ôîðìóëîé:
Y (t) = A(t)F [K(t), L(t)], (2)
ãäå F  ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, L > 0  ðàáî÷àÿ ñèëà (òðóä), A > 0  ýêçîãåííûé ôàêòîð
òåõíîëîãè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ [11]. Çäåñü áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàñïðîñòðàíåííóþ â ýêîíîìèêå ïðîèç-
âîäñòâåííóþ ôóíêöèþ Êîááà-Äóãëàñà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:
F [K,L] = KαL1−α, α ∈ (0, 1). (3)
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Ïîñòîÿííàÿ α îáîçíà÷àåò ýëàñòè÷íîñòü êàïèòàëà.
Äàëåå áóäåì ñëåäîâàòü ñòàíäàðòíîìó ïðåäïîëîæåíèþ îá ýêñïîíåíöèàëüíîì ðîñòå ðàáî÷åé ñèëû:
L̇ = nL, L(t0) = L
0 (4)
ñ ïîñòîÿííûì òåìïîì n ≥ 0. Çäåñü L0 > 0 íà÷àëüíûé óðîâåíü òðóäîâûõ ðåñóðñîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò
ïåðåéòè ê ïåðåìåííûì â ðàñ÷åòå íà îäíîãî ðàáî÷åãî: y = Y/L > 0, k = K/L > 0. Ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå (1), (4), äèíàìèêà êàïèòàëà íà îäíîãî ðàáî÷åãî çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì:
k̇ = sy(k)− λk, k(t0) = k0 = K0/L0, (5)
ãäå λ = µ+ n, s  èíâåñòèöèè (óïðàâëåíèå), à y îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèåé âèäà:
y = f(k) = Akα, α ∈ (0, 1). (6)
1.1 Çàìåíà Áåðíóëëè â óðàâíåíèè Ðýìçè


















































Èç ñîîòíîøåíèé (7) è (11) ñëåäóåò, ÷òî â íîâîé ïåðåìåííîé x (8) óðàâíåíèå Ðýìçè (5) ñòàíîâèòñÿ
ëèíåéíûì:








Îáîçíà÷èâ óïðàâëåíèå u(t) = s(t), ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (12) â ëèíåéíîì âèäå:
ẋ = ax+ bu, (13)
ãäå êîýôôèöèåíòû a è b âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:
a(t) = −(1− α)λ− Ȧ
A
, b = (1− α) > 0. (14)
Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè óðàâíåíèå (5) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâ-
íåíèÿ Áåðíóëëè. Òàêèì îáðàçîì, çàìåíà (8) ÿâëÿåòñÿ çàìåíîé Áåðíóëëè. Ñ ýêîíîìè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ ïåðåìåííàÿ x (8) õàðàêòåðèçóåò èíòåíñèâíîñòü êàïèòàëà.
1.2 Ôóíêöèîíàë ïîëåçíîñòè â íîâûõ ïåðåìåííûõ
Â ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà ïîëåçíîñòü ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò ïîòðåáëåíèÿ, C, êîòîðîå âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:
C(t) = (1− s(t))y(k, t). (15)
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òà ÷àñòü âûïóñêà, êîòîðàÿ íå èíâåñòèðóåòñÿ â ðîñò êàïèòàëà, ïîòðåáëÿåòñÿ. Áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïîëåçíîñòü U(C):




= ln y(k, t) + ln(1− s(t)). (16)
Ïðè ïåðåõîäå ê ïåðåìåííîé x (8) âûÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:




lnA(t) + α lnx(t)
)
, (17)
êîòîðîå ïðîâåðÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé ñ ó÷åòîì (6).
Ïîäñòàâèâ (17) â (16), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè:






Â çàäà÷å äèíàìè÷åñêîé îïòèìèçàöèè èíâåñòèöèé òðåáóåòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü äèñêîíòèðîâàííûé





Óðàâíåíèå íàçâàíî â ÷åñòü ßêîáà Áåðíóëëè, à çàìåíà, ñâîäÿùàÿ óðàâíåíèå ê ëèíåéíîìó, áûëà íàéäåíà åãî
áðàòîì Èîãàííîì Áåðíóëëè.
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ãäå δ > 0  êîýôôèöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ.
Ç à ì å ÷ à í è å 1. Â ýêîíîìèêå çàäà÷à ñ ôóíêöèîíàëîì (19) íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé îïòèìàëüíî-
ãî ðîñòà. Áåñêîíå÷íûé ãîðèçîíò ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé àáñòðàêöèåé, îòâå÷àþùåé êîíöåïöèè ýêî-
íîìè÷åñêîãî ðîñòà. Íàïðèìåð, îäíîé èíòåðïðåòàöèåé ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèîíàëà, êàê
îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè (ñì., íàïð., [2, ðàçä. 5.3]). Â ýòîì ñëó÷àå, ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (16)
ñëóæèò ìîäåëüþ ðèñêîâûõ ïðåäïî÷òåíèé. Îíà îòíîñèòñÿ ê òèïó ôóíêöèé ïîëåçíîñòè ñ ïîñòîÿííîé
îòíîñèòåëüíîé íåñêëîííîñòüþ ê ðèñêó (CRRA) è óáûâàþùåé àáñîëþòíîé íåñêëîííîñòüþ ê ðèñêó
(DARA)  ñâîéñòâà â íåêîòîðîé ñòåïåíè ïîäòâåðæäàþùèåñÿ ýìïèðè÷åñêèìè èññëåäîâàíèÿìè (ñì.,
íàïð., [15]). Äîáàâèì, ÷òî ïàðàìåòð äèñêîíòèðîâàíèÿ â òàêîé èíòåðïðåòàöèè ïðèáëèçèòåëüíî îöå-
íèâàåò âðåìåííîé èíòåðâàë ïëàíèðîâàíèÿ.
1.3 Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ýêçîãåííàÿ äèíàìèêà òåõíîëîãè÷åñêîãî ðîñòà çàäàíà, ñëåäóÿ ìîäåëè Ñî-
ëîó, ëèíåéíûì óðàâíåíèåì:
Ȧ = rA, A(t0) = A
0. (20)
Çäåñü r ≥ 0  ïîñòîÿííûé òåìï ðîñòà, A0 > 0  íà÷àëüíûé óðîâåíü òåõíîëîãèè. Â ýòîì ñëó÷àå
êîýôôèöèåíò a (14) ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì:
a(t) = a = −(1− α)λ− r < 0. (21)
Òàêæå âèäèì, ÷òî ýêçîãåííûé ðîñò A(t), âõîäÿùèé â ïàðàìåòð β(t) (â ôîðìóëå (18)) íå ó÷àñòâóåò â
îïòèìèçàöèè. Ïîýòîìó íèæå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.
Çàäà÷à 1. Óïðàâëÿåìûé îáúåêò x íà÷èíàåò äâèæåíèå èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ x(t0) = x0. Åãî
ñîñòîÿíèå îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì:
ẋ = ax+ bu, x > 0, (22)
ãäå a < 0, b > 0 è 0 < g < 1  çàäàííûå ïîñòîÿííûå. Òðåáóåòñÿ ñðåäè äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé









ãäå γ > 0 è δ > 0  çàäàííûå ÷èñëà.
2 Àíàëèç âåêòîðíîãî ïîëÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû
Ñîâðåìåííûå ðåçóëüòàòû òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ [6] ïðèìåíèìû ê ðàññìàòðèâàåìîé çà-
äà÷å. Âî èçáåæàíèå ïîâòîðåíèé, îòìåòèì çäåñü, ÷òî çàäà÷à 1 èìååò ðåøåíèå, êîòîðîå ìîæíî íàéòè
èñïîëüçóÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà [7, 14]. Äàëåå ñêîíöåíòðèðó-
åìñÿ íà ãåîìåòðè÷åñêîì àíàëèçå ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì
ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Ýòî áóäåò âûïîëíåíî ïóòåì ïîñòðîåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ãàìèëü-
òîíîâîé ñèñòåìû äëÿ äîïóñòèìûõ ðåæèìîâ óïðàâëåíèÿ.
Ïîä âåêòîðíûì ïîëåì áóäåì ïîíèìàòü âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòåé ïåðåìåííîé x è ñîïðÿæåííîé
ïåðåìåííîé ψ. Ââåäÿ ñòàíäàðòíûå çàìåíû, èñêëþ÷àþùèå ôàêòîð äèñêîíòèðîâàíèÿ δ [16], çàïèøåì
ãàìèëüòîíèàí â ïðèíöèïå ìàêñèìóìà (â íîðìàëüíîé ôîðìå ψ0 = 1):
H(x, ψ, u, t) = γ lnx+ ln(1− u) + ψ(ax+ bu). (24)
Ìàêñèìóì ãàìèëüòîíèàíà ïî u, îïðåäåëÿåìûé óðàâíåíèåì:
−1
1− u
+ ψb = 0, (25)
äîñòàâëÿåòñÿ óïðàâëåíèåì:
u0 = 1− 1
bψ
. (26)
Â ñèëó âîãíóòîñòè ãàìèëüòîíèàíà ïî ïåðåìåííîé u, îïðåäåëèì ìàêñèìèçèðóþùåå óïðàâëåíèå ñ
ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé u ∈ [0, g] è ôîðìóëû (26):





u0 = g, åñëè
1
ψ
< b(1− g). (28)
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2.1 Îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû
Íàø àíàëèç èñ÷åðïûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì îêòàíòîì (x, ψ). Â íåì îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèÿ
ðàçáèâàþò âåêòîðíîå ïîëå íà òðè îáëàñòè:
D1 =
{





(x, ψ) : 1/b ≤ ψ ≤ 1
b(1− g)





(x, ψ) : ψ ≥ 1
b(1− g)
, x > 0
}
. (31)
Êàê âèäèì, çàìåíà Áåðíóëëè çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò âèä ëèíèé ïåðåêëþ÷åíèÿ  îíè ñòàëè ïðÿ-




0, åñëè (x, ψ) ∈ D1,
1− 1
bψ
, åñëè (x, ψ) ∈ D2,
g, åñëè (x, ψ) ∈ D3.
(32)
Óïðàâëåíèå (32) çàâèñèò òîëüêî îò ψ, íî íå çàâèñèò îò x. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ãà-
ìèëüòîíèàíà H (24) ïî x çàäàåòñÿ îäèíàêîâî âî âñåõ îáëàñòÿõ îïðåäåëåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî èìååòñÿ
ñëåäóþùàÿ äèíàìèêà ñîïðÿæåííîé ïåðåìåííîé ïðèíöèïà ìàêñèìóìà:
ψ̇ = δψ − ∂H
∂x
= (δ − a)ψ − γ
x
, (33)
âî âñåõ îáëàñòÿõ Di, i = 1, 2, 3.





Ó÷èòûâàÿ a < 0, γ > 0, δ > 0, ïîëó÷àåì, ÷òî Ψ(x) ìîíîòîííî óáûâàåò ñ ðîñòîì x, x > 0. Çíàê
ïðîèçâîäíîé ψ̇ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó:
ψ̇ < 0 ïðè ψ(x) < Ψ(x),
ψ̇ = 0 ïðè ψ(x) = Ψ(x),
ψ̇ > 0 ïðè ψ(x) > Ψ(x).
(35)
Ïðàâèëî (35) ÷àñòè÷íî õàðàêòåðèçóåò âåêòîðíîå ïîëå ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû. Â ïîäîáíûõ çà-
äà÷àõ, àíàëèç âåêòîðíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì (ñì., íàïð., [7]). Ñóùåñòâåííûì
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ôàêòîðîì ýòîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ (x0, ψ0) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü
ñëåäóþùåìó óñëîâèþ òðàíñâåðñàëüíîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè [7]:
lim
t→+∞
x0(t)ψ0(t)e−δt = 0. (36)
Íèæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó :
ẋ = ax+ bu0,
ψ̇ = (δ − a)ψ − γx.
(37)
äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ óïðàâëåíèÿ u0 (32). Ïðè ýòîì áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ íàïðàâëåíèåì ñêîðî-
ñòåé ïåðåìåííîé x â êàæäîé èç îáëàñòåé (29)(31).
2.2 Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà â îáëàñòè íóëåâîãî óïðàâëåíèÿ D1
Â îáëàñòè D1 (29) ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (37) èìååò âèä:
ẋ = ax,
ψ̇ = (δ − a)ψ − γx.
(38)
Â ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè x > 0 ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ äëÿ ẋ îòðèöàòåëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî â
îáëàñòè D1:
ẋ < 0. (39)
2.3 Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà â îáëàñòè óñòàíîâèâøåãîñÿ ñîñòîÿíèÿ D2
Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (37) â îáëàñòè D2 (30) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:
ẋ = ax+ b− 1
ψ
,
ψ̇ = (δ − a)ψ − γx.
(40)




, ψ ∈ D2. (41)
Â îáëàñòè D2 èìååì:
ẋ > 0 ïðè x(ψ) < X(ψ),
ẋ = 0 ïðè x(ψ) = X(ψ),
ẋ < 0 ïðè x(ψ) > X(ψ).
(42)
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2.4 Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà â îáëàñòè èíòåíñèâíîãî óïðàâëåíèÿ D3
Â îáëàñòè D3 (31) ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (37) ïðèíèìàåò âèä:
ẋ = ax+ bg,
ψ̇ = (δ − a)ψ − γx.
(43)
Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè D3 èìååì:
ẋ > 0 ïðè 0 < x < −gb/a,
ẋ = 0 ïðè x = −gb/a,
ẋ < 0 ïðè x > −gb/a.
(44)
3 Óñòàíîâèâøååñÿ ñîñòîÿíèÿ â çàâèñèìîñòè îò îãðàíè÷åíèé íà
óïðàâëåíèå
Óñëîâèÿ (35), (39), (42), (44) õàðàêòåðèçóþò âåêòîðíîå ïîëå ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ ó÷åòîì âñåõ
ðåæèìîâ óïðàâëåíèÿ.
Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Óñòàíîâèâøååñÿ ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (37) åñòü ðåøåíèå
ñèñòåìû óðàâíåíèé: 
ax+ bu0(x, ψ) = 0,
(δ − a)ψ − γx = 0,
(45)
ãäå ðåæèìû óïðàâëåíèÿ u0(x, ψ) îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèåì (32).
Èñõîäÿ èç íàøåãî àíàëèçà, âèäèì, ÷òî óðàâíåíèÿ, âõîäÿùèå â ñèñòåìó (45) âûïîëíÿþòñÿ íà
ëèíèÿõ: Ψ (34), X (41) â îáëàñòè D2 (29), à òàêæå â îáëàñòè D3 (31) íà ñëåäóþùåé ëèíèè (ñì. (44)):
Z =
{
(x, ψ) ∈ D3 : x = −ga/b
}
. (46)
Òåîðåìà 1. Â çàâèñèìîñòè îò îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèÿ g ∈ (0, 1) â çàäà÷å 1 ñóùåñòâóåò äâà
âîçìîæíûõ óñòàíîâèâøèõñÿ ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (37).
1. Åñëè
0 < g ≤ −aγ
δ − a− aγ
, (47)












δ − a− aγ
, (49)




δ − a− aγ
, ψ∗ =
δ − a− aγ
b(δ − a)
. (50)
Êàæäîå èç ýòèõ óñòàíîâèâøèõñÿ ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïîêîÿ ñåäëîâîãî òèïà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì óñòàíîâèâøååñÿ ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (37), óäîâëåòâî-
ðÿþùèå îïðåäåëåíèþ 1. Ïðèðàâíÿâ ïðàâûå ÷àñòè (40) ê íóëþ, ïîëó÷àåì óñòàíîâèâøååñÿ ñîñòîÿíèå
â îáëàñòè D2 (30):
x∗ =
bγ
δ − a− aγ
, ψ∗ =
δ − a− aγ
b(δ − a)
, (51)
ãåîìåòðè÷åñêè ñîîòâåòñòâóþùåå åäèíñòâåííî-âîçìîæíîìó ïåðåñå÷åíèþ ëèíèé X (41) è Ψ (34).
Îïðåäåëåíèå îáëàñòè D2 (30) âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïàðàìåòð g ∈ (0, 1), êîòîðûé îïðåäåëÿåò îãðàíè-
÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå u ∈ [0, g]. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèâøååñÿ ñîñòîÿíèå ñóùåñòâîâàëî â îáëàñòè
D2, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ñîïðÿæåííóþ ïåðåìåííóþ:
1
b
≤ ψ∗ ≤ 1
b(1− g)
. (52)
Ñ ó÷åòîì a < 0, γ > 0, δ > 0, íåðàâåíñòâî ñëåâà âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè:
ψ∗ =









Ïîäñòàâèâ â ïðàâîå íåðàâåíñòâî â (52) âûðàæåíèå äëÿ ψ∗ (51), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî îòíîñè-
òåëüíî ïàðàìåòðà g, êîòîðîå åñòü â òî÷íîñòè (49). Ïðè ýòîì óïðàâëåíèå â óñòàíîâèâøåìñÿ ñîñòîÿíèè
(x∗, ψ∗) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:
u∗ =
−aγ
δ − a− aγ
, (54)
êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì 0 < u∗ ≤ g (ñì. (49)).








Èñõîäÿ èç àíàëèçà, ïðèâåäåííîãî âûøå, îíî çàäàåòñÿ âîçìîæíûì ïåðåñå÷åíèåì ëèíèé Z (46) è







Ïîäñòàâèâ â (56) âûðàæåíèå (55), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó (47). Â òî÷êå (x∗S , ψ
∗
S) óïðàâëåíèå ÿâëÿ-
åòñÿ ãðàíè÷íûì u∗S = g (32). 
Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ðàâåíñòâà â (49), (47):
g =
−aγ
δ − a− aγ
, (57)
óñòàíîâèâøèåñÿ ñîñòîÿíèÿ ñîâïàäàþò: x∗ = x∗S , ψ
∗ = ψ∗S .
Íàïîìíèì, ÷òî óñòàíîâèâøåãîñÿ ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (37) â îáëàñòè D1 (29) íå
ñóùåñòâóåò (38), (39). Èòàê, ìû äîêàçàëè åäèíñòâåííîñòü äâóõ àëüòåðíàòèâíûõ óñòàíîâèâøèõñÿ
ñîñòîÿíèé.
Ñåäëîâîé õàðàêòåð óñòàíîâèâøåãîñÿ ñîñòîÿíèÿ â îáëàñòè D2. Ìàòðèöà ßêîáè ãàìèëüòî-




















Ñ ó÷åòîì a < 0 è δ > 0, ïîëó÷àåì:
ξî < 0, ξï > 0. (60)
Cîáñòâåííûe ÷èñëà äåéñòâèòåëüíûå è ïðîòèâîïîëîæíûõ çíàêîâ, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ñåäëîâîì
òèïå óñòàíîâèâøåãîñÿ ñîñòîÿíèÿ (x∗, ψ∗). Óñòîé÷èâûì ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèå ñîáñòâåííîãî âåêòîðà,
îòâå÷àþùåãî îòðèöàòåëüíîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó ξî (ñì. [18]).
Ñåäëîâîé õàðàêòåð óñòàíîâèâøåãîñÿ ñîñòîÿíèÿ â îáëàñòè D3. Ìàòðèöà ßêîáè ãàìèëü-
òîíîâîé ñèñòåìû (43), ëèíåàðèçîâàííîé â îêðåñòíîñòè óñòàíîâèâøåãîñÿ ñîñòîÿíèÿ (55), çàäàåòñÿ
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âûðàæåíèåì:










δ2 − 4a(δ − a)
)
. (62)
Çäåñü ñîáñòâåííûå ÷èñëà òàêæå äåéñòâèòåëüíûå è ïðîòèâîïîëîæíûõ çíàêîâ:
σî < 0, σï > 0, (63)
÷òî óêàçûâàåò íà ñåäëîâîé õàðàêòåð óñòàíîâèâøåãîñÿ ñîñòîÿíèÿ (x∗S , ψ
∗
S).
Ç à ì å ÷ à í è å 2. Ñëó÷àé 2 ñ îãðàíè÷åíèÿìè (49) ñòàíäàðòíî ðàññìàòðèâàåòñÿ â ëèòåðàòóðå.
Íàïðèìåð, â [7], ãäå g = 1 − ε, àâòîðû ïðåäïîëàãàþò ìàëîñòü ïàðàìåòðà ε → 0 (ñì. [7, c. 138]).
Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, îíè ïîëó÷àþò åäèíñòâåííîå óñòàíîâèâøååñÿ ñîñòîÿíèå ãàìèëü-
òîíîâîé ñèñòåìû (ñì. [7, c. 143]). Òåì íå ìåíåå, ñëó÷àé äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ε, ò. å. (47), òàêæå
ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ. Ïîýòîìó îí áóäåò ðàññìîòðåí íèæå.
4 Ïîñòðîåíèå òðàåêòîðèé ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà
Èç ïðèâåäåííîãî âûøå àíàëèçà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò äâå êà÷åñòâåííûå êàðòèíû, èçîáðàæàþùèå
âåêòîðíîå ïîëå ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû. Îíè ñâÿçàíû ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèå g (49), (47),
êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü îïðåäåëÿåò äâà óñòàíîâèâøèõñÿ ñîñòîÿíèÿ ñåäëîâîãî òèïà.
4.1 Ñëó÷àé ñòàíäàðòíûõ îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèå.
Íà Ðèñ. 1 èçîáðàæåí ñëó÷àé âåêòîðíîãî ïîëÿ ñ óñòàíîâèâøåìñÿ ñîñòîÿíèåì â îáëàñòè D2 (30). Îí
ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, êîãäà îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèÿ äîñòàòî÷íî âåëèêè (49). Òàêîé ñëó÷àé
ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì.
Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè (36) íà áåñêîíå÷íîñòè âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî â
òî÷êå ïîêîÿ (x∗, ψ∗) (50). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íà÷àëüíûõ ïîëîæåíèé x(t0) = x
0, òðåáóåòñÿ íàéòè
òàêîå çíà÷åíèå ψ(t0) = ψ
0, ÷òîáû ðåøåíèå ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ ó÷åòîì ðåæèìîâ óïðàâëåíèÿ
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Ðèñ. 1: Âåêòîðíîå ïîëå ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (37) â ñëó÷àå ñòàíäàðòíûõ îãðàíè÷åíèé íà óïðàâ-
ëåíèå (49). Îáîçíà÷åíèÿ æèðíûõ ëèíèé: Z (46), X (41), Ψ (34). Ñòðåëî÷êè óêàçûâàþò íàïðàâëåíèå
âåêòîðà (ẋ, ψ̇) â òî÷êå (x, ψ). Óñòàíîâèâøååñÿ ñîñòîÿíèå (x∗, ψ∗) = (6.25, 2.46) (50) ïðèíàäëåæèò
îáëàñòè D2 (30). Âåêòîðíîå ïîëå ïîñòðîåíî äëÿ ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðîâ: a = −0.015, b = 0.5, γ = 1,
δ = 0.05, g = 0.8.
(32). ñõîäèëîñü ê óñòàíîâèâøåìóñÿ ñîñòîÿíèþ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ðèñ. 1 èëëþñòðèðóåò âîçìîæíîñòü
ñóæåíèÿ äèàïàçîíà ïîèñêà ψ0. Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ Ψ(x) (34), çàïèøåì ñëåäóþùåå ïðàâèëî âûáîðà
äèàïàçîíà äëÿ ïîèñêà ψ0:
1. åñëè x0 < x∗, òî ψ∗ < ψ0 < Ψ(x0)
2. åñëè x0 = x∗, òî ψ0 = ψ∗
3. eñëè x0 > x∗, òî Ψ(x0) < ψ0 < ψ∗
Ñëåäóÿ ýòîìó ïðàâèëó, ìîæíî íàéòè åäèíñòâåííîå íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå (x0, ψ0), ñòàðòóÿ èç
êîòîðîãî òðàåêòîðèÿ áóäåò ñõîäèòüñÿ ê (x∗, ψ∗). Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî òîëüêî ýòà òðàåêòîðèÿ áóäåò
óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì òðàíñâåðñàëüíîñòè (36), îíà è åñòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.
Íà Ðèñ. 2 ïîñòðîåíû òðàåêòîðèè, ïîëó÷åííûå äëÿ äâóõ çíà÷åíèé x0: ëåâåå è ïðàâåå x∗. Ïî ïðàâè-
ëó, îïèñàííîìó âûøå, â êàæäîì ñëó÷àå âûáðàíà òðàåêòîðèÿ, êîòîðàÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè â ïðÿìîì
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âðåìåíè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (37) çà âðåìÿ T ñõîäèòñÿ â îêðåñòíîñòü óñòàíîâèâøåãîñÿ ñîñòîÿ-
íèÿ (x∗, ψ∗) ñ ó÷åòîì ðåæèìîâ óïðàâëåíèÿ (32). Â ñâÿçè ñ ñåäëîâûì õàðàêòåðîì óñòàíîâèâøåãîñÿ
ñîñòîÿíèÿ, íàéòè òó åäèíñòâåííóþ òðàåêòîðèþ, êîòîðàÿ â èäåàëå (òåîðåòè÷åñêè) ïîïàäàåò ïðÿìî â
òî÷êó ïîêîÿ, êðàéíå ñëîæíî. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðåäëàãàåì ñòðîèòü òðàåêòîðèþ, ïîïàäàþùóþ â
îêðåñòíîñòü (x∗, ψ∗) è äàëåå ñòàáèëèçèðîâàòü åå äî òî÷êè ðàâíîâåñèÿ, ïðèìåíÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèé
ðåãóëÿòîð.


















Ðèñ. 2: Òðàåêòîðèè Ξ1 =
{
(x1, ψ1) : x1 = x1(t), ψ1 = ψ1(t), t ∈ [0, T ]
}
ïðè x1(0) = 1, ψ1(0) = 5.667,
è Ξ2 =
{
(x2, ψ2) : x2 = x2(t), ψ2 = ψ2(t), t ∈ [0, T ]
}
ïðè x2(0) = 17, ψ2(0) = 1.162. Çà âðåìÿ T =
80 òðàåêòîðèè ïîïàäàþò â îêðåñòíîñòü óñòàíîâèâøåãîñÿ ñîñòîÿíèÿ â îáëàñòè D2: x1(T ) = 6.186,
ψ1(T ) = 2.49; x2(T ) = 6.638, ψ2(T ) = 2.362.
Ðåãóëÿòîð ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû â îáëàñòè D2. Èñïîëüçóÿ ñîáñòâåííîå ÷èñëî ξî (59) è âèä
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ u0 (32) ìîæíî ïîñòðîèòü ðåãóëÿòîð ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû â îáëàñòè D2
ïî ïðèíöèïó îáðàòíîé ñâÿçè:
u0D2(x) = 1−
1
b(ψ∗ + ω(x− x∗))
, (64)
ãäå ω îïðåäåëÿåòñÿ íàêëîíîì ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû, îòâå÷àþùåãî ξî:
ω = (ξî − a)ψ∗2. (65)
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Ýòîò ðåãóëÿòîð ñòàáèëèçèðóåò ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó â îêðåñòíîñòè óñòàíîâèâøåãîñÿ ñîñòîÿíèÿ
(x∗, ψ∗) (50) â îáëàñòè D2 (ñì., íàïð., [17]).
Àëüòåðíàòèâîé ýòîìó ìåòîäó ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå òðàåêòîðèè â îáðàòíîì âðåìåíè [14,16] ïóòåì
àïïðîêñèìàöèè íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ (ïðè èíòåãðèðîâàíèè) â íàïðàâëåíèè ñîáñòâåííîãî âåêòî-
ðà, îòâå÷àþùåãî îòðèöàòåëüíîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó. Íà Ðèñ. 3 ïîêàçàíû ãðàôèêè òðàåêòîðèé x,
ñòàðòóþùèõ èç ðàçíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
















Ðèñ. 3: Ãðàôèêè x1(t) è x2(t) (ñì. Ðèñ. 2). Çà âðåìÿ T = 80 òðàåêòîðèè ïîïàäàþò â îêðåñòíîñòü
óñòàíîâèâøåãîñÿ ñîñòîÿíèÿ â îáëàñòè D2: x1(T ) = 6.186, x2(T ) = 6.638. Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà èõ
ñòàáèëèçèðóåò ðåãóëÿòîð u0D2(x) (64).
4.2 Ñëó÷àé æåñòêèõ îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèå
Íà Ðèñ. 4 ïîñòðîåíî âåêòîðíîå ïîëå äëÿ ñëó÷àÿ óñòàíîâèâøåãîñÿ ñîñòîÿíèÿ â îáëàñòè D3 (31).
Íàçîâåì ýòîò ñëó÷àé, êîãäà îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå ìàëû, ñëó÷àåì æåñòêèõ îãðàíè÷åíèé íà
èíâåñòèöèè. Â ýòîì ñëó÷àå îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ äîëæíà ñõîäèòüñÿ â òî÷êó ïîêîÿ (x∗S , ψ
∗
S).
Ïîëó÷àåì ïðàâèëî äëÿ âûáîðà äèàïàçîíà ïîèñêà íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ψ0 â çàâèñèìîñòè îò x0:




2. åñëè x0 = x∗S , òî ψ
0 = ψ∗S ,
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3. eñëè x0 > x∗S , òî Ψ(x
0) < ψ0 < ψ∗S .



















Ðèñ. 4: Âåêòîðíîå ïîëå ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû â ñëó÷àå æåñòêèõ îãðàíè÷åíèé g = 0.15. Îáîçíà÷å-
íèÿ ëèíèé: Z (46), X (41), Ψ (34). Óñòàíîâèâøååñÿ ñîñòîÿíèå x∗S = 5, ψ
∗
S = 3.077. Âåêòîðíîå ïîëå
ïîñòðîåíî äëÿ ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðîâ: a = −0.015, b = 0.5, γ = 1, δ = 0.05,
Ëþáîïûòíûì ÿâëÿåòñÿ ïåðâûé ñëó÷àé x0 < x∗S , òàê êàê ïðè ýòîì îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ
âñåãäà ïðèíàäëåæèò îáëàñòè D3. Ýòî â ñâîþ î÷åðåäü îçíà÷àåò, ÷òî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèÿ áóäåò
ïîñòîÿííûì: u0 = g. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü ðåøåíèå â çàìêíóòîé ôîðìå,
èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Êîøè [18].
Ðåãóëÿòîð ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû â îáëàñòè D3. Â îáëàñòè D3 óïðàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ãðà-
íè÷íûì u0(x) = g (32). Â ýòîì ñëó÷àå äèíàìèêó x ìîæíî çàïèñàòü, ïðèìåíèâ ôîðìóëó Êîøè äëÿ
ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ x â (43):
x(t) = x0ea(t−t0) +
∫ t
to











= x∗S . (67)
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Òàêèì îáðàçîì, ðåãóëÿòîð u0D3(x) = g ñòàáèëèçèðóåò ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó â îêðåñòíîñòè óñòàíî-
âèâøåãîñÿ ñîñòîÿíèÿ (x∗S , ψ
∗
S) (48) â îáëàñòè D3 (31).
Íà Ðèñ. 5 èçîáðàæåíû îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè, ñõîäÿùèåñÿ â îêðåñòíîñòü óñòàíîâèâøåãîñÿ
ñîñòîÿíèÿ â îáëàñòè D3. Ãðàôèêè òðàåêòîðèé èçîáðàæåíû íà Ðèñ. 6. Íà íåì âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå
æåñòêèõ îãðàíè÷åíèé, âðåìÿ ïðèáëèæåíèÿ ê óñòàíîâèâøåìóñÿ ñîñòîÿíèþ òðàåêòîðèé, ñòàðòóþùèõ
èç îäèíàêîâûõ íà÷àëüíûõ ïîëîæåíèé, áîëüøå, ÷åì â ñëó÷àå ñòàíäàðòíûõ îãðàíè÷åíèé (ñð. Ðèñ. 3)
.


















Ðèñ. 5: Òðàåêòîðèÿ ïðè Ξ1 =
{
(x1, ψ1) : x1 = x1(t), ψ1 = ψ1(t), t ∈ [0, T ]
}
ïðè x(0) = 1, ψ(0) = 9.788,
è Ξ2 =
{
(x2, ψ2) : x2 = x2(t), ψ2 = ψ2(t), t ∈ [0, T ]
}
ïðè x(0) = 17, ψ(0) = 1.162. Çà âðåìÿ T =
150 òðàåêòîðèè ïîïàäàþò â îêðåñòíîñòü óñòàíîâèâøåãîñÿ ñîñòîÿíèÿ â îáëàñòè D3: x1(T ) = 4.579,
ψ1(T ) = 3.25; x2(T ) = 5.59, ψ2(T ) = 2.928.
Ç à ì å ÷ à í è å 3. Ñëó÷àé, êîãäà òðàåêòîðèÿ ïîëíîñòüþ ïðèíàäëåæèò îáëàñòè D3 è ðåøåíèå
çàäàåòñÿ ïîñòîÿííûì óïðàâëåíèåì u = g, îòñûëàåò íàñ ê èñòîêàì òåîðèè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà.
Èìåííî ïîñòîÿííîå çàäàííîå ýêçîãåííî óïðàâëåíèå ðàññìàòðèâàë Ðîáåðò Ñîëîó â ñâîåé ìîäåëè, èñ-
ïîëüçóþùåé óðàâíåíèå Ðýìçè (ñì., íàïð. [3]). Ïî ýòîé ïðè÷èíå îáðàùàåì âíèìàíèå íà ýòîò ñëó÷àé.
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Ðèñ. 6: Ãðàôèê x1(t) ïðè x(0) = 1, ψ(0) = 9.788, g = 0.15 è x2(t) ïðè x(0) = 17, ψ(0) = 1.162, g = 0.15.
Ñ ìîìåíòà âðåìåíè T = 150 ðàáîòàåò ðåãóëÿòîð â îáëàñòè D3: u(x) = g. Òðàåêòîðèÿ x1 ïîëíîñòüþ
ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè D3.
Ìîäåëèðîâàíèå ïðèìåðîâ áûëî âûïîëíåíî ïðè ïîìîùè ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà, ðàçðàáîòàííî-
ãî â ïàêåòå MATLAB, íà áàçå äèíàìè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ [20].
5 Ýêîíîìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå ïðè ýêçîãåííîì òåõíîëîãè÷å-
ñêîì ðàçâèòèè
Ðàññìîòðèì äèíàìèêó óñòàíîâèâøåãîñÿ ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû â ñëó÷àå íåñòàöèîíàð-
íîãî êîýôôèöèåíòà a = a(t) â óðàâíåíèè äëÿ x (22). Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì ëîãèñòè÷åñêóþ






ãäå ñìûñë ïîñòîÿííûõ A0 > 0 è r ≥ 0 òîò æå, ÷òî â ìîäåëè Ñîëîó (20), a G > A0 ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé óðîâåíü òåõíîëîãè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ (íàñûùåíèÿ). Ëîãèñòè÷åñêèé










a(t) = −(1− α)λ− Ȧ
A
= −(1− α)λ− r(G−A0)
G+A0(ert − 1)
. (70)
Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òó æå çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ, íî ñ äèíàìèêîé ôàçîâîé ïåðå-
ìåííîé (13), ãäå a(t) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (70). Ïðåäûäóùèé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî çàìåíà
äèíàìèêè (22) äèíàìèêîé (13) íå âíîñèò ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé â ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ìàêñè-
ìóìà.
Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (50), (48) è îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèå g èìååì ñëåäóþùóþ äèíàìèêó




δ − a(t)− a(t)γ , åñëè
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δ − a(t)− a(t)γ > g.
(71)




δ − a(t)− a(t)γ , åñëè
−a(t)γ
δ − a(t)− a(t)γ ≤ g,
g, åñëè
−a(t)γ
δ − a(t)− a(t)γ > g.
(72)
Îòìåòèì, ÷òî äèíàìèêà óñòàíîâèâøåãîñÿ ñîñòîÿíèÿ ïîðîæäàåòñÿ ðàññìàòðèâàåìîé ãàìèëüòîíî-
âîé ñèñòåìîé. Èñõîäÿ èç ýòîãî, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî a, â ñëó÷àå
íåñòàöèîíàðíîãî êîýôôèöèåíòà a(t) íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ, êîòîðàÿ ñõî-
äèòñÿ â íåñòàöèîíàðíîå óñòàíîâèâøååñÿ ñîñòîÿíèå íà áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòå âðåìåíè. Ýòîò ôàêò,
áóäó÷è ïîäòâåðæäåí äîïîëíèòåëüíûì àíàëèçîì, ìîæåò ïðåäîñòàâèòü âîçìîæíîñòü äëÿ äàëüíåéøå-
ãî ðàçâèòèÿ ìîäåëè. Ðàññìîòðåíèå íåñòàöèîíàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ â ëèíåéíîì óðàâíåíèè ôàçîâîé
ïåðåìåííîé ïîçâîëèò âíåäðÿòü â çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî ðîñòà âðåìåííûå òðåíäû, îñíîâàííûå íà
ðåàëüíûõ äàííûõ.
6 Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå ïðåäëîæåí ñïîñîá, îáëåã÷àþùèé ïîèñê îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé â çàäà÷àõ ýêîíîìè÷å-
ñêîãî ðîñòà. Ïîêàçàíî, ÷òî ìîäåëü Ðýìçè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ëèíåéíîé
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äèíàìèêîé è íåëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì çàìåíîé Áåðíóëëè. Äëÿ çàäà÷è ñ ñòàöèîíàðíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè âûïîëíåí èñ÷åðïûâàþùèé àíàëèç ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû â ïðèíöèïå ìàêñèìóìà
Ïîíòðÿãèíà ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèå. Âûÿâëåíî äîïîëíèòåëüíîå óñòàíîâèâøååñÿ ñî-
ñòîÿíèå ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû â ñëó÷àå, êîãäà îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèÿ ìàëû. Òàêèì îáðàçîì,
âåêòîðíîå ïîëå ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû îòðàæåíî â äâóõ êà÷åñòâåííûõ êàðòèíàõ, êîòîðûå ìîãóò
ñìåíÿòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèå. Ïîñòðîåíû îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè, ñõî-
äÿùèåñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåìó óñòàíîâèâøåìóñÿ ñîñòîÿíèþ. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèé ñî÷å-
òàåò â ñåáå ìåòîäû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è ðåãóëèðîâàíèÿ (ñòàáèëèçàöèè).
Â ñòàòüå çàòðîíóò ñëó÷àé íåñòàöèîíàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ â çàäà÷å óïðàâëåíèÿ. Ïîêàçàíî âëèÿ-
íèå ýêçîãåííîé äèíàìèêè òåõíîëîãè÷åñêîãî ðîñòà, îïðåäåëÿåìîé ëîãèñòè÷åñêîé êðèâîé, íà ïîâåäå-
íèå óñòàíîâèâøåãîñÿ ñîñòîÿíèÿ. Äàëüíåéøàÿ ðàçðàáîòêà ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ê ýêîíîìè÷åñêîìó
ìîäåëèðîâàíèþ ìîæåò áûòü ñâÿçàíà ñ ðàçâèòèåì ñëó÷àÿ íåñòàöèîíàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ýòîò ñëó-
÷àé ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî ðîñòà âðåìåííûå òðåíäû âíåøíèõ ôàêòîðîâ
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